Matematyka V i Va 09.01.2021 - 10.01. 2021

Temat: Zdarzenia losowézh)

Wyklad
https://www.youtube.com/watch?v=b1ngqB2Kf850

Notatka

1.7. Zdarzenia losowe

Rzut moneta czy rzut kostka to przyklady doswiadezen losowych, czyh takich
doswiadezen, ktorych wyniku nie mozemy przewidziec. W przypadku jedno-
krotnego rzutu moneta mozhiwe wyniki to orzel lub reszka. W przypadku
jednokrotnego rzutu kostka mamy szesé mozhwych wynikéw: 1, 2, 3, 4, 5 lub
6 oczek.

Poszezegdlne wyniki doswiadezema losowego nazywamy zdarzeniami elemen-
tarnymi, a ich zbiér — przestrzenia zdarzen elementarnych lub krétko prze-
strzenia. Zgodnie z tradyeja przestrzen zdarzen elementarnych oznaczamy
grecka wielka litera omega — €2, a pojedyncze zdarzenia elementarne — mala

litera omega — w.

Przykiad 1

a) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu moneta: Q0 = {o, r}, gdzie o ozna-
cza otrzymame orla, a r — reszki.

b) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu kostka: Q0 = {1,2,3,4.5,6}.

c) Przyjmujemy, ze przestrzenia zdarzen elementarnych w doswiadczeniu po-
legajacym na rzucie najpierw moneta, a nastepnie kostka, jest zbior:

Q= {(r,1),(r,2),(r.3), (r.4). (r,5). (r,6), (0, 1), (0,2), (0.3),(0,4), (0,5), (0, 6)}.

Przykiad 2

Rzucamy raz kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wypadla parzysta liczba oczek,

B — wypadla liczba oczek wieksza od 8,

' — wypadla liczba oczek mniejsza od 7.

Przestrzenia zdarzen elementarnych jest zbior: Q = {1,2,3,4.5,6}.
Zdarzenin A sprzyjaja wyniki: 2, 4, 6, zatem A = {2.4,6}.

Zdarzenie B jest zdarzeniem nmiemozliwym, a C' — zdarzeniem pewnym.


https://www.youtube.com/watch?v=b1nqB2Kf85Q
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Rzucamy trzy razy monetg. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A ={(r,r,1),(0,7,7), (ry0,7),
A — orzel wypad!l co najwyzej raz, D — wypadly same orly, (r,r,0)}
L .. . .. B={(r,r,r),(0.7,7),(r,0,7),
B — co najmniej raz wypadla reszka, F — wypadlo wiecej orlow niz reszek.
_ (r,r,0),(r,0,0), (0.7, 0),
C — reszka wypadla dokladnie dwa razy, (0,0,7)}
Wskaz pary zdarzen wykluczajacych sig¢ oraz pary zdarzen przeciwnych. C = {(o.7,7).(r,0,7),(r,,0)}
D = {(o0,0,0)}
E = {(r,0,0),(0,7,0),(0,0,7),
Uwaga. Jesh wszystkie elementy zdarzenmia A nalezs (0,0,0)}
do zdarzenia B, to méwimy, ze zdarzenie A zawiera B @ ZdEII-IZEIIiEl ‘f‘i’.‘r'kluﬁz_&j%ce 5'1_%1
si¢ w zdarzenin B, co zapisujemy A C B. é_ ' g’ R
1
Zauwaz, ze jeSi AC B,to ANB=A, AUB=BiA\ B=I. zdarzenia przeciwne:
AiE . BiD

4. 7 urny, w ktérej jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno, 4. b) AU B = {(1,2),(1,4),

bez zwracania, dwie kule. Eis ;gs 52’3; ﬁ!j;}(‘i 1),
] 1 1 3 D!

a) Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — za drugim razem wylo- ANB={1,4)}

sowano liczbe parzysta, B — iloczyn wylosowanych liczb jest réwny 4, BnC ={(1,4)}

C' — plerwsza wylosowana liczba jest mmiejsza od drugiej. ANBNC = {(1,4)}

b) Wyznacz zdarzenia: AUB, ANB, BNCiANnBNC.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzemom:
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4,

B — iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10.

-

Cwiczenie 2
A= {{:11 1}: {:152}: (2: 1)}
B = {(2,5),(4,5), (5,2), (5.4), (5.6). (6, 5)}
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Temat:Pr awdopodobi ef@B)t wo kl asyczne

Wyklad
https://www.youtube.com/watch?v=HhgmTOMaV Xw

Notatka

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne

Rzucajac kostka, mozemy otrzymac jeden z wynikéw nalezacych do zbiorn
(1= {1.2.3,4.5,6}. Przyjmujemy, ze kostka jest symetryczna (wszystkie wy-
niki pojawiaja sie réGwnie czesto), z.a,tem prawdopodobienistwo otrzymania kto-
regokolwiek z wynikéw jest rowne ¢ L Rozpatrzmy zdarzenie polegajace na wy-
rzuceniu parzyste] lhiczby oczek. me azmy, ze zdarzeniu temu sprzyjaja trzy

wyniki: 2, 41 6. Zatem prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest réwne % = %

Jezeli wszystkie wyniki doswiadezenia sa jednakowo prawdopodobne (zdarzaja
sie réwnie czesto), méwimy, ze mamy do ezynienia ze schematem (prawdopo-
dobienstwem) klasycznym. W takie) sytuacji prawdopodobienstwo dowolnego

zdarzema A zawartego w przestrzeni {2 okreslamy nastepujaco:

DEFINICJA

Jezeli €2 jest zbiorem skoficzonym 1 niepustym, to prawdopodobienstwem
zdarzenia A C {1 nazywamy liczbe:

P(A) =

=[N

L

Przyktad 1

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek wieksze) od 10 w dwu-

krotnym rzucie symetryczna kostka.

Q= {(1.1),(2,1).(3.1),(4.1),(5,1),(6,1), Przestrzen zdarzen elemen-
(1,2).(2,2),(3,2),(4,2).(5.2),(6,2), tarnych ma 36 elementow:
(1.3).(2.3).(3,3).(4,3).(5.3),(6.3). 00— 36
(1.4).(2.4),(3,4),(4,4).(5.4),(6.4),
(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(6,5),
(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6)}

Zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo cheemy obliczyé, ma 3 elementy:

A ={(5.6),(6,5),(6,6)}, stad A = 3

Zatem: P(A) = é — = .
0


https://www.youtube.com/watch?v=HhgmTQMqVXw

1.
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Cwiczenie 1

Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-
mania:

a) sumy oczek mniejszej od 5, b) parzystej sumy oczek.

Cwiczenie 1

A=6, PA)=%=}
b) B = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4), (2,6),(3,1),(3,3),(3,5), (4,2), (4,4), (4,6),
(5.1), (5,3), (5,5), (6.2). (6,4), (6,6)}

Przykiad 3
7 taln 24 kart losujemy bez zwracama dwie karty. Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania dwdch kréli.

Doswiadezenie polega na wylosowaniu dwoch sposrdd 24 kart, zatem:
= 24 24! 2324
ﬂ_(g)_QI-QZ!_ 2 =276
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwéch kréoli. W talii sa

cztery krole, wiec:

|

4 4!
:(2) =ara =0

G 1

276 467

Stad P(A) =

gol|

Rzucamy cztery razy symetryczna moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zda-
rzeniom:

A — wypadly co najmniej trzy orly,

B - liczba ortéw jest réwna liczbie reszek,

C — wypadta parzysta liczba reszek.

Ktoére z tych zdarzen jest najbardzie) prawdopodobne?

Rzucamy dwukrotnie symetryezng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 wieksza od liczhy oczek
otrzymane] w plerwszym rzucie,

b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia sie co najwyzej o 1.

Odpowiedzi do zadan

1. A= {(r,r,r,0), (r,7,0,7),

(r,o,r,7), (0,7, 1,7),
(r,r,m,7)}

B ={(o,0,7,7),(0,1,0,7),
(o,r,r,0),(r,0,0,1),
(r,o,r,0),(r.,7,0,0)}

C = {(o,0,1,7),(0,1,0,7),
(G: r,T, 9}1 (7'3 a, 0y T},
(r,o,r,0),(r,7,0,0),
(0,0,0,0),(r,7,7,7)}
Najbardziej prawdopodob-
ne jest zdarzenie C.

. =136
a) A= {(1,3),(2,4),(3,5),
(4,6)}
A=4,PA)=4=1
b) B = {(1.1).(1,2).(2.1),
(2,2),(2,3),(3,2). (3,3),
(3,4), (4,3), (4,4). (4,5),
(5,4), (5,5), (5,6). (6,5),
(6,6)}
B=16,P(B)=4% =1
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Cwiczenie 4

a) Z talii 24 kart losnjemy bez zwracania trzy karty. Oblicz prawdopodobiefi-
stwo wylosowania samych aséw.

h) Z talii 24 kart losujemy bez zwracania trzy karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo wylosowania dwdch aséw 1 kréla.

c) 7 tali 24 kart losujemy bez zwracania cztery karty. Oblicz prawdopodo-

bienstwo wylosowania dwaéch kieréow, pika 1 trefla.

Cwiczenie 4
) ﬁ _ (2-1} _ ‘22-263-‘24 — 2024

= 3

= 4

A=(3) =4, P(A) =955 =mm

b) 2 = (}) = 2024

B=(3)-(}) =24, P(B) = 5531 = 353

c} ﬁ — (244} — 21-222-23-24 = 10626

C= [g){?} [?) =15-6-6=1540, P(C)= 13%.02& =%




