*5 4. Granice niewlasciwe

Rozpatrzmy funkcje f(z) = I—g, x # 0 (wykres obok).
Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu argumentéw (z,)
takiego, ze lim x, = 0, mamy lim f(z,) = oo.
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DEFINICJA !

Niech f bedzie funkcja okreslona w sasiedztwie

punktu zg. Funkcja f ma w punkcie zg granice

niewlaéciwg oo (lim f(z) = o0), jesli dla kazdego
T—To

ciagu (z,) zbieznego do z¢, o wyrazach nalezacych
do dziedziny funkcji f i réznych od zo, ciag (f(zn)) 1
jest rozbiezny do oo.

Cwiczenie 1
Sformutuj definicje granicy niewlasciwej réwnej —oo dla funkcji f w punk-

cie xp.
Przyktad 1 Y |
Funkcja f(z) = (—I:—é)g, z € R\{2}, ma w punkcie z¢g = 2 ! :
granice niewlasciwg réwna —oo, co zapisujemy: 50 : 7 X
: -1 I
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Cwiczenie 2 |
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakiego zo € R ma ona [
granice niewlasciwa rowna —oo? ll
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Przykiad 2 |
Dla funkcji f(z) = X5, = € R\ {1}, '. !
nie istnieje granica 1’1m1 f(z). Istnieja na- o -
r— |
tomiast granice niewlasciwe jednostronne —— ——Q| 1 X
w punkcie xp = 1: :
: 1 - 1 1
lim — = —o00, lim — =00 [
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DEFINICJA

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (zo; b). Funkcja f ma w punk-
cie zo granice niewlasciwg prawostronng oo ( lim+ f(z) = oo), jedli dis

Zﬁwo
kazdego ciagu (z,) zbieznego do x¢, gdzie x,, € (z9;b), ciag (f(z,)) jest
rozbiezny do oo.

Uwaga. Analogicznie definiujemy granice:

lim f(x) =—-o00, lim f(z)=o00, lim f(z)=—o00
=T T T—T

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:

* lim f(x) =07 oznacza, ze lim f(x) =0 oraz f(z) > 0 w pewnym sasiedz-
tv&figaclgunktu xQ- tald]

= lim f(z) =0~ oznacza, ze :ch—>nx10 f(xz) =0 oraz f(z) < 0 w pewnym sasiedz-

Tr—xg
twie punktu zq.

TWIERDZENIE
a g s ; - s
Jesli lim f(z) =07 oraz lim g(z) =a >0, to lim =% = oo.
b T—TH T Ty ((E)
- = . - . gz
Jesli lim f(z) =07 oraz lim g(z) = a <0, to lim % = —co.
z—T0 z—xo a0 f(x)
e S : - _ g
Jesli lim f(z) =07 oraz lim g(z) =a >0, to lim =% = —oo.
r—xg T—xg r—x f(([;)
- i . . gt
Jedli lim f(z) =07 oraz lim g(z) =a <0, to lim =% = 0o
T—xg r— o T—x( f(l‘)

e

Uwaga. Analogiczne wiasnosci zachodza dla granic jednostronnych.

Przykiad 3
K r—6 [0;4] aby ustali¢ znak mianownika,
a) lim = —x : el et
z—2+ T2—4 mozna IlaSZklfowaC wykres sl Fod
6 [_4] funkcji y = 2* — 4 R b4
T— —
b) lim + &
) z—2- v2—4
Cwiczenie 3
Oblicz granice.
@2 r—4 x+1
2 i S— o)} Jigie, —— c) Hlim
) z—1+ —1 ) z—3- 3—T ) F——92F r2—4







