Matematyka VI LO 13.02.2021 - 14.02.2021

Temat: Funkcja kwadratow&3h)

Wy kgad
https://www.youtube.com/watch?v=G3kONp54iBQ

Funkcja kwadratowawprowadzenie
Funkcja kwadratowalJ2 8 i 6 235t yvI 5 1 k¥%od@Tvbe OT yI A Af 201
bASNs 6y21 0 -29%3 RNEVIRSI 641 & &aWouTubeK LINJ @ LJ R 356

Funkcja kwadratowakurs do matury YouTube

Notatka

Wyrdinikiem tréjmianu kwadratowego nazywamy liczbe A = b — dac.

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej
o Jesli A > 0, to funkeja ma dwa rdzne miejsca zerowe:
x = %__ Ty = —ah-_r WA
e Jesli A =0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: xp = ﬁ (nazywamy je
pierwiastkiem podwdjnym).
s Jedli A < 0, to funkeja nie ma miecjse zerowych.

Poloienie wykresu funkeji kwadratowej iy = ar? + br + ¢ wegledem osi OX
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Wedr funkeji kwadratowe]
s Postad ogélna: y = ar? + br + ¢, a # 0. I"'. ¥ II,-"

» Postaé kanoniczna: y = a(z — p)® + g, a # 0. . p J."
Punkt o wspolrzednych (p,q) jest wierzcholkiem 0 "\ H X
paraboli oraz: .\_: /

p= —% 1 g= —% iq
+ Postad iloczynowa:
— jesi A = 0, toy = alx—x) )(r—xa), gdzie x, 1 r2 sa miejscami zerowymi;
— jedli A =0, to y = a(xr — xy)°, gdzie ry jest miejsoem zerowym;
— jesli A < 0, to nie istnieje postaé iloczynowa.


https://www.youtube.com/watch?v=G3kONp54iBQ
https://www.youtube.com/watc%20h?v=lKZ0gS8f-6k
https://www.youtube.com/watch?v=JthQrPv9Ap4
https://www.youtube.com/watch?v=IQYG4MQ9I-o
https://www.youtube.com/watch?v=1ZWopQYwBrg
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Rozwigz rownanie kwadratowe zupetne: 22 + 4z +3 =0
Rozwigzanie:

¥ +4x+3=0

a=1 b=4 c=3

BRG] 42 - 4.1.3= 16-12= 4 Ja

e
21 2 !

Odpowiedz  xe {~3.-1}

Rozwiaz rownanie kwadratowe zupetine: 22 + 3z — 4 = 0

i

2

Rozwigzanie:

¥ +3x—-4=0
a=1 b=3 c=-4

A=F —dac| 3°-4-1-(-4)=9+16 = 25 VA =25 =5

-3-5_ -8 _ _,
2.1 2 Odpowiedz: x e {-4.1}

Rozwiaz réwnanie kwadratowe: 22 + 22 +1 =10
Rozwiazanie:

2 +2x+1=0

a=1 b=2 c=1
__2= -_2: =1 . .
21 > Odpowiedz  y=-1
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ZnajdZ rozwiazania réwnania 222 + 2x — 12 = 0.
Liczymy delte dla rdwnania kwadratowego
A=22_-4.2.(-12) =44+ 96 =100

poniewaz A = () zatem rownanie posiada dwa rozwiazania

-2—-4100 -2-10 -—12

n=—55 -3 -~ 1 -3
_—2—|—v1{){}_—2+1ﬂ_8_2
=79 T 1 "1~

Zadanie 5

4x-82-x*+5x-2 Porzadkuje nierownos¢

4x -8+ x*-5x+220 Redukuje wyrazy podobne.

xX-x-620 Znajduje miejsca zerowe.

A=(=1-4"-1-(-6)=1+24=25

JA=V25=5

_1-5 -4

Tl"z— 2— -2
Rysuje parabole.
Ramiona skierowane w gére, bo a > 0.
Patrze na znak nierdwnodci ().

Funkgja y = ¥ - x~ 6 0sigga wartosd nieujemne
dla argumentow x € (-, ~2] U [3, +=).

Odpowiedz
x € (%, -2] U [3, +)
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Przyklad 1.

Oto przykladowe funkcje kwadratowe:
I f(z) = a?
2. f(z) =+ 3z

4. f(z)=—2*—2z— 2

Przykgad 2.
Funkcja

f(z) = (z - 1)(z +3)

284l 16FRNI G261 OK2OALFDd Yyl LA SNBwd 82 aNY \rio 12qn0 y A
nawiasy¥ 20 Sye LINJ S1al 4l OOAG 61 5NJ Fdzy{ O2A R2 Llail OA

fl2)=(z—1)(z+3)=2+3z—z—-3=2"+22—3
%l GSY ylLall Fdzy1 02l g&NIdl ait o1 2NBYY
flz) = 2* + 2z —3

czyli jest kwadratowa.

Przykgad 3.
Funkcja

fla) =(z+4)" +1
28aid Tdzy102n 1 6FRNFXG26nNd az20Sye LINI S1alidl odOAas o1
fl2)=(z+4)>+1=2* +8z+ 16+ 1=z 4 8z + 17
B iSY ylrall Tazgrgnd2l G&NIdl &At
f(z) =22 +8z+17

czyli jest kwadratowa.
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Wykresy funkcji kwadratowych

Wykres funkciji
f(z) =2
223t NDRF yladtLdznozy

Y
6

Metoda tabelki mozemy wyliczy¢ kilka punktéw nalezacych do tej paraboli:

x| -2 -1]0]|1]2
flz)=2*| 4 | 1 |0 |14

Dla funkcji kwadratowej f(z) = 2 wspolezynniki liczbowe a, b oraz ¢ maja wartosci:

a—=1
b=0
c=0

Ramiona paraboli sg skierowane do gory poniewaz wspolczynnik a jest dodatni.

Wierzcholek tej paraboli jest w punkcie (0,0).



Matematyka VI LO

Przyklad 2.
Wykres funkeji

flz) = -z
wyglada nastepujaco:
4 -3 -2 -1 O\ 1 2 3 T
_1 4
fla) = —2
-2
-5 4
Metoda tabelki mozemy wyliczy¢ kilka punktow nalezacych do tej paraboli:
Metoda tabelki mozemy wyliczy¢ kilka punktéw nalezacych do tej paraboli:
z -2 -11]0 1 2
flz)=—2> | -4 -1 |0 | -1 | -4
Dla funkcji kwadratowej f(z) = —z? wspélezynniki liczbowe a., b oraz ¢ maja wartosci:
a=—1
b=0
c=0

13.02.2021 - 14.02.2021

Ramiona paraboli sa skierowane w dol poniewaz wspolczynnik a jest ujemny.

Wierzcholek tej paraboli jest w punkcie (0, 0).
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Metody rysowania wykresu funkcji kwadratowe;j

Zeby narysowa¢ dokladny wykres funkcji kwadratowej, to trzeba wczesniej:

» ustali¢ w ktorg strone skierowane sg ramiona paraboli.
Jezeli a > 0 to do gdry, a jezeli a < 0 to do dohu.

» obliczy¢ (o ile istnieja) miejsca zerowe funkcji:

—b— VA
T =——
2a
b+ VA
L9 = ——
2a
gdzie A = b — 4ac.
» obliczy¢ wierzchotek paraboli W = (p, q):
b
P= 2a
A
7= 4a
» obliczy¢ punkt przeciecia z 0sig y-0w.
Punkt ten ma wspolrzedne: (0, £(0)). czyli (0, ¢).
Przyklad 3.
Narysuj wykres funkcji kwadratowej f(z) = 22 — 2z — 8 i omdw jej wiasnosci.
Rozwigzanie:
Wspélczynniki liczbowe tej funkeji kwadratowej, to:
a=1
b= -2
c=—8

Wspolczynnik a jest dodatni czyli ramiona paraboli sg skierowane do géry.

Liczymy miejsca zerowe:
A=b —dac=(-2)?-4-1-(-8)=41+32=36

_—b—y/A 2-6

2a 2

_—b+\/E_2+6_
T 2 2

-2

Ty

4

T3

Liczymy wspolrzedne wierzcholka:

Czyli wierzchotek paraboli jest w punkcie W = (1, —9).
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Liczymy punkt przecigcia paraboli z osia y-0w:
f(0)=c=-8
Czyli punkt przeciecia paraboli z osig y-6w ma wspodlrzedne (0, —8).

Zaznaczamy w ukladzie wspotrzednych wyliczone punkty i rysujemy wykres:

Teraz omowimy wiasnosci tej funkeji.
» Dziedzina: R.
» Zbior wartosci: (—9; +o00).
» Miejsca zerowe: funkcja ma dwa miejsca zerowe: x; = —2 oraz z, = 4.
» Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy = € (—oo; —2) U (4 4 o0).
» Funkcja przyjmuje wartosci ujemne, gdy = € (—2;4).
» Punkt przecigcia z osig y-0w ma wspolrzedne: (0, —8).
» Monotonicznos¢: funkcja jest niemonotoniczna (jest jedynie monotoniczna przedziatami).
» Rdéznowartosciowosc: funkcja nie jest roznowartosciowa.
» Parzystosc: funkcja nie jest parzysta.
» Nieparzystosc¢: funkcja nie jest nieparzysta.

Wykres dowolnej funkcji, to mozesz narysowac za pomocg programu do rysowania wykresow.

Rozwiazywanie wielu zadan z funkcji kwadratowej wymaga narysowania wykresu paraboli.
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Miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j

Przyklad 1.
Znajdz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(z) = z? + 5z + 6.
Rozwigzanie:

Przyrownujemy wzor funkcji do zera i rozwigzujemy rownanie:
z°+5x+6=0
Zeby rozwigzacd to réwnanie kwadratowe liczymy delte:
A=5—-4.1-6=25-24=1

Wyliczamy rozwiazania rownania kwadratowego ze wzorow:

oraz:
—b+VA —54+41 -4
Ty = = =—=-2
2a 2.1 2
Zatem miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f(z) sa argumenty: z = —3 oraz x = —2.
Zadania

Podaj réwnanie paraboli przedstawionej na rysunku ponizej, jezeli po-

wstala ona w wyniku przesuniecia paraboli y = $2%.

a) b) c)

'._. V' ] \ YI' 3 v
[ X

1. a) y= %{1‘—2]2
' b)y= 37" — 4
' ¢) y=1(z+2)° +3

| e
H
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Temat: Funkcje wymierng2h)

Wy kgad

Funkcje wymierne i wielomianryYouTube

[AGSDd Cdzy]1 O02S $8YASNYSP YahrndpuTubé SNI T al G dzN.

Ws 6V I VAL -FEWRENY 8P 1-§duTubed 6 | v A |

2 8N OSYALl -zaddne AN &1 O I yAS geyaTaeZz o6& YASNyecC
alGSNAIFO R2RIFG1268Y

Funkcja wymierna na poziomie rozszerzonyiouTube

Notatka

ia

Funkcje postaci y = 2, gdzie a > 0 Y
1 r € R,, nazywamy proporcjonalnoscia
odwrotna, wielkosci = 1 y — odwrotnie pro-
porcjonalnymi, a liczbe a — wspoélezynni-
kiem proporcjonalnosei.

e —=

.__.
1

[
|

Wykresem funkcji y = 2, gdzie z € R\ {0},
a = 0, jest hiperbola. Prosta y = 0 jest
jej asymptota pozioma, a prosta x = 0 jej
asymptota pionows.

e

Funkcje postaci f(x) = z;iz, gdzie ¢ # 0, okreslona dla x € R\{—%},jeieli
nie jest ona funkeja stala, nazywamy funkcja homograficzna. Wykresem

funkeji homograficznej jest hiperbola.

Posta¢ f(z) = ;p +q, dla = € R\ {p}, nazywamy postacia kanoniczna

funkeji homograficzne].

10


https://www.youtube.com/watch?v=WJh16T1cqPo
https://www.youtube.com/watch?v=QHrXj7qVSfk
https://www.youtube.com/watch?v=WbIe-R0o-kQ
https://www.youtube.com/watch?v=ymnX6ykypf0
https://www.youtube.com/watch?v=W9LNn-egg5M
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Przyklad 1.
Przyktady funkcji wymiernych:

Wielomian stopnia (

| «—  (funkcjastala)
) fl)=-
. ——  ___ Wielomian 1-go stopnia

(funkcja liniowa)

Wielomian 1-go stopnia

2y — 3 « funkcja liniowa)

2) f6)= 5
. Xo—X — .. A o :
Wielomian 3-go stopnia

Wielomian 2-go stopnia

x2 -2 &—  (funkcjakwadratowa)
x+1 . . .
—— ____ Wielomian 1-go stopnia

(funkcja liniowa)

3) fx)=

Przykgad 2. )
Funkcjn wymiernN:
1 3z — 5
)= —
/(=) T 2z
Y20yl dzZLINRT OAGY
1 3z-—5
f(ﬂf)—;Jr 92
2 3z —5
fla) =5+ —
24+3x—5
f(ﬁ‘?):z—
xr
Jz—3
f@) ==

11
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Przyklad 1.
1
Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = P~
T —

Rozwiazanie:

Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:

rz—5=0
r=>5
Zatem dziedzing funkcji f(x) jest zbior: R\ {5}.
Przyklad 2.
—6
Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = ——
2z —14
Rozwiazanie:
Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:
22 —14=0
2¢ =14
Tr =

Zatem dziedzing funkcji f(z) jest zbior: R\{7}.

Przyklad 3.
4z

Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = m
xr T

Rozwiazanie:
Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:
(z+1)(x+3)=0
z+1=0 V z4+3=0
r=-1 V =x=-3
Zatem dziedzing funkcji f(z) jest zbior: R\{—3,—1}.

Przyklad 4.
1

Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = ————
z(x2 — 2)

Rozwiazanie:

Wyznaczamy miejsca zerowe wyrazenia z mianownika:
z(z? —2) =0
z(z—/2)(xz+y2)=0
z=0 V z—42=0 V z+4+,2=0
z=0 V z=42 V z=-—2

Zatem dziedzing funkeji f(z) jest zbior: R\{—+/2,0, v/2}.

12
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1. Przerysuj do zeszyvtu i uzupelnij tabele, wiedzac, ze wielkosci = 1 y sa

odwrotnie proporcjonalne.

T i 3 3 1 2 3 2v3 | 4 24
y 48 36 24 12 6 4 243 3 1
3. Wyznacz dziedzine wyrazenia. 3.a) D=R\{-7,3}
) (x44)(2—-2) b) 2 —2x+3 ) o b) D =R\ {-3,3
(z—3)(z+T7) 9r2—4 273+ ¢) D=R\ {0}
4. Rozwiaz réwnanie. 4. a)r=1Db)zr=
4 4r—1 _ 1,1 _ — 1 .
a) o5 =1 c) == =3z e) = +5-=F6 ;))I 31;
r——6. r=
3z-1 _ 1 x _ 2z 5 .1 _ ’
b) 5552 =3 4 T =12 )z to:=2 DEES
f) z= —g, = %

12. Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz jej] dziedzine, zbiér wartosci oraz
miejsca zerowe. Dla jakich argumentéw funkcja ta przyjmuje wartosci do-

datnie?
a) flz) =2 ¢) f(z) =28 e) flx) =222
b) f(z) = 22 d) f(z) = 258 £) flz) =222

13

12.2) D =R\ {3},

f(D) =R\ {3},
f(z) =0dlax =0,
flz) > 0dla

z € (—o0;0) U (3;00)
b) D =R\ {2},
f(D) =R\ {-2},
flz)=0dlaz= %,
flz)>0dlaze(3;2)
¢) D=R\{-2},

f(D) =R\ {2},
flz)=0dlaz= —%,
flz) > 0dla

T € (—00;—2) U (—3; 00)
d) D =R\ {-3},
F(D) =R\ {-3},
flz)=0dlaz=-2,
f(z) >0dlaz e (—3;-2)
¢) D=R\ {3},

7(D) =R\ {3},

f(z) =0dla z =1,

f(z) > 0dla

r € (—o00;3) U (4;00)

f) D=R\{-3},

f(D) =R\ {3},
flz)=0dlaz=—4,
f(x) > 0dla

r € (—oo;—4) U (—3;00)
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